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陽明論數第 30 期總評 
1.想先給眾多投稿同學給予掌聲鼓勵，尤其高一同學投稿人數真的很多呢！未來陽明數學

研究的氛圍就靠你們了哈哈。我自己認為數學需要具備的能力之一便是勇氣與一顆嘗試的

心，所以能勇於表達自己並勇於投稿，真的是很厲害的一件事！從稿件中能感覺出同學試

著用自己的想法與語言寫出這些算式，可以感覺出同學很有數學 SENSE，比較可惜的是，

以計算題而言，寫得不太嚴謹，很多地方需要有一定的原因才能說明該值為最大或是最

小，這個部分同學可以稍作學習，相信未來可以寫得更出色的！ 

 

2.本期還是有 3 位同學答得非常好！109 陳同學使用微積分，並能在方方面面說明清楚到

位，無可挑剔，非常優秀！212 曹同學也是使用微積分寫得相當乾淨俐落，惟希望在一次

導函數跳到最小值這邊的經過可以多加說明一下，但瑕不掩瑜，寫的也很出色！302 王同

學使用三角函數作為參數，並能使用倍角公式將 8 次問題降為 4 次，再使用參數降成 2

次，最後使用配方法，想法實在精彩！ 

102 蕭同學竟然還使用了偏微分來解最小值，可見數學能力廣泛，惟最大值說明不夠嚴

謹。其他同學想法都真的只差臨門一腳，或是說明又欠嚴謹，相當可惜，但相信經過這次

重新思考，下次可以表現得更好！期待下次同學再次投稿。 

 

3.歡迎投稿同學於任意時間來數學科辦公室 找賴瑞琪老師，探討問題與領取原稿，可將本

次思考歷程與最後解答過得的反思製作成學習歷程檔案，未來可用於升學。另外，第 30

期滿分同學將獲得陽明論數徽章，可於任意時間來數學科辦公室 找賴瑞琪老師領取。 
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___________________________________________________________________________________ 

本期問題： 

設 ,x y為非負實數，且 1x y  ，求 4 4x y 的最大值與最小值？ 

___________________________________________________________________________________ 

[方法一]配方法+算幾不等式 

   
22 224 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 1 2 2 2 4 1x y x y x y x y xy x y xy x y x y xy                  

 

算幾不等式得知
2

x y
xy


    

1

4
xy   

又因為 ,x y為非負實數，所以 0xy   

綜合以上，
1

0
4

xy   

令 xy k ，
1

0
4

k   

所求  
22 2 22 4 1 2 4 1 2 1 1x y xy k k k         

二次函數開口向上，頂點為最小值，越遠離頂點，其函數值越大，反之亦然 

當
1

4
k  時，目標最小值為

1

8
 

當 0k  時，目標最大值為 1 

[方法二]微積分 

令 1y x  ，令所求為函數    
44 1f x x x    

又 ,x y為非負實數，且 1x y  ，故0 1x   

             
3 3 23 3 2' 4 4 1 1 4 1 4 1 1 1f x x x x x x x x x x x                     

  

整理得     2' 4 2 1 1f x x x x     

因為 2 1x x  開口向上且判別式小於 0，故 2 1x x  恆正 

    2' 4 2 1 1 0f x x x x     時，
1

2
x  ，即  y f x 在

1

2
x  時遞增 

    2' 4 2 1 1 0f x x x x     時，
1

2
x  ，即  y f x 在

1

2
x  時遞減 

故
1

2
x  時，有  f x 最小值

1 1

2 8
f
 

 
 

 

在邊界會有最大值，檢查    0 1, 1 1f f   

故 0 1x   時，都有  f x 最大值 1 

 



[方法三]柯西+乘法公式 

最小值可由柯西不等式得知： 

    
22 2 2 21 1x y x y     2 2 1

2
x y   ，故 2 2x y 的最小值為

1

2
，等號成立時， x y  

       
2 2 2

2 2 2 2 2 21 1x y x y     4 4 1

8
x y   ，故 4 4x y 最小值為

1

8
,等號成立時, x y  

最大值可由下列不等式得知： 

 
4 4 3 2 2 3 4= 4 6 4x y x x y x y xy y      

因為 ,x y為非負實數，所以  
4 4 3 2 2 3 4 4 4= 4 6 4x y x x y x y xy y x y         

故 4 41 x y  ，且當 1, 0x y  或 0, 1x y  時， 4 4 1x y  成立， 

即 4 4x y 最大值為 1 

 

[方法四]配方法+乘法公式 

令 1y x  ， 

所求    
44 4 3 2 2 2 21 2 4 6 4 1 2 2 6 4 1x x x x x x x x x x x             

                                   2 2 2 22 2 1 2 6 4 1x x x x x x        

                                   
22 22 1 4 4 1x x x x      

                                     
222 1 4 1 1x x x x      

令  1k x x  ，所求  
222 4 1 2 1 1k k k      
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二次函數開口向上，頂點為最小值，越遠離頂點，其函數值越大，反之亦然 

,x y為非負實數，且 1x y  ，故0 1x  ， 

1

2
x  時，

1

4
k 有最小值 ； 0 1x   時， 0k有最大值 ； 

故
1

0
4

k    

所求  
222 4 1 2 1 1k k k     也是開口向上的二次曲線， 

1

4
k   時，所求

1

8
有最小值 ；  

0k  時，所求 1有最大值  



 

[方法五]機率 

,x y為非負實數，且 1x y   

可以令有某一個硬幣(可能非公正硬幣) 

投擲一次硬幣，出現正面機率為 x，出現反面機率為 y  

每次投擲為獨立事件，現考慮投擲四次 

則 4 4x y 表示投擲四次出現四個正面或四個反面的機率 

 4 4 1x y P  四正或四反  

又當 1, 0x y  或 0, 1x y  時， 4 4 1x y  成立，故所求最大值為 1 

 

猜想
1

2
x y  時， 4 4x y 會有最小值

1

8
 

證明其他的值都比
1

2
x y  時還要大 

設
1 1

,
2 2

x k y k    ，其中
1

0
2

k   

4 4

4 4 2 41 1 1 1
3 2

2 2 8 8
x y k k k k

   
           

   
 (若 0k  ,值都比

1

8
大；若 0k  ,值等同

1

8
) 

得證
1

2
x y  時， 4 4x y 會有最小值

1

8
 

 

[方法六]三角函數(一)+配方法 

,x y為非負實數，且 1x y   

令
2

2

cos

sin

x

y





 



，所求 4 4 8 8cos sinx y      

 
2

2 2 4 4 2 2cos sin cos sin 2cos sin         4 4 2 2cos sin 1 2cos sin        

 
2

4 4 8 8 4 4cos sin cos sin 2cos sin          

 
2

8 8 2 2 4 4 4 4 2 2cos sin 1 2cos sin 2cos sin 2cos sin 4cos sin 1                  

令 2 2 24cos sin sin 2a     ，其中 20 sin 2 1a     

 
28 8 4 4 2 2 21 1

cos sin 2cos sin 4cos sin 1 1 4 1
8 8

a a a                 

二次函數開口向上，頂點為最小值，越遠離頂點，其函數值越大，反之亦然 

0 1a  ，故 1a  時，所求最小值為
1

8
； 0a  時，所求最小值為 1 



 

[方法七]三角函數(二)+配方法 

,x y為非負實數，且 1x y   

令
2

2

cos

sin

x

y





 



，所求

4 4

4 4 8 8 1 cos2 1 cos2
cos sin

2 2
x y

 
 

    
       

   
 

4 2 2
4 4 cos 2 6cos 2 1 6 1

8 8

t t
x y

    
    (令 2cos 2t  ， 20 cos 2 1t    ) 

 
24 4 1

3 1
8

x y t     

二次函數開口向上，頂點為最小值，越遠離頂點，其函數值越大，反之亦然 

0 1t  ，故 0t  時，所求最小值為
1

8
； 1t  時，所求最小值為 1 

 

 



user
鉛筆

user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆



user
鉛筆


